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 الخلاصة
( في حل معادلات جريان الماء في MOL) Method Of Lineتقييم طريقة  إلىيهدف البحث       

ODFفي المعادلات التفاضلية   MATLABالتربة باستخدام دوال حزمة 
,
s   بطريقة الفروقات

يلة المكتوبة بلغات البرمجة ذبدلا من البرامج ذات الشفرات الطو   finite differenceالمحددة  
ضافةالمختلفة,  . ثم مقارنة طريقة MOLالى طريقة  sink & sourceمعلم  التزويد والسحب  وا 

المستخدمة في حل معادلات    Finite Element (FEM)المحددة مع طريقة العناصر   MOLال
تم اختبار  .  FORTRANالجريان باتجاه واحد بالطريقة العددية باستخدام برنامج حاسوب بلغة 

حالتين في عملية التقييم والمقارنة , الأولى دراسة لعملية الارتشاح باستخدام تربة رملية بمعاملات ثابتة 
 1لنتائج أن هنالك تباعدا بين قيم كلا النموذجين مع الزمن الذي تراوح من لكلا النموذجين  ,وأظهرت ا

  FEMدقيقة حيث كان التغيير في المحتوى الرطوبي للتربة مع العمق حادا في نموذج  06إلى 
. أما في الحالة الثانية فاستخدمت بيانات حقلية لحقل مزروع  MOLوتدريجيا وبطيئا مع نموذج  

خال  عاملي الري والتبخر  تم فيها مقارنة قيم المحتوى الرطوبي ألحجمي للتربة على بنبات الحنطة بإد
بتطابق مع   FEMسم , امتازت بيانات نموذج  166مدار فترة النمو ولأعماق التربة المختلفة لحد 

ة طوال فتر    0.01على مستوى احتمالية    t testالقيم المقاسة على درجة عالية من الثقة باستخدام 
حقليا  فكانت بياناته اقل من البيانات المقاسة  MOLالنمو وعلى أعماق التربة المختلفة . أما نموذج 

 .لمختلف اعماق التربة وعلى مدار فترة النمو   ازية  ذولكنها بصورة مو 
 تالطريقة الخطية, العناصر المحددة, نماذج جريان الماء, التوزيع الرطوبي, المعادلا: لدالةالكلمات ا

 التفاضلية الجزئية, المعادلات التفاضلية الاعتيادية.
 

Evaluation Of Method Of Line (MOL) For Solution Of Soil 

Water Flow Equations And Comparison With Finite Element 

Method (FEM) 
 

Abstract 

     The objective of this research is to evaluate Method of Line (MOL) used for solution 

of  water flow equations through porous media using MATLAB package functions for 

solution of ordinary differential equations ODE,s  , instead of writing long programs 

codes.  sink & source term to MOL model were included. Then Comparing MOL model 

with another model that uses finite element method in solving water flow equations 
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(FEM) in one dimensional flow using computer program code in FORTRAN.  Two 

cases were examined for evaluation and comparison of these two models. Firstly, 

infiltration phenomena using sandy soil was studied with the same parameter for both 

models.  Results show that there is a divergence between the two models along time of 

60 minutes of infiltration. Changes of moisture content with soil depth were sharp with 

FEM model. Second case, data of  the volume  of water content for wheat field where 

used taking irrigation and evaporation into account, along the growth period of wheat 

crop and different depths up to  100 cm. Results show that output of  FEM model has  

high degree of agreement with  the measured data for all depths and along all period of 

growth. Data given by MOL model were less in values than measured data for all depths 

and along all period of wheat growth time. 

 
Keywords: MOL, FEM, water flow models, moisture distribution, PDE, ODE 

 

 المقدمة
نمذجة الجريان المشبع وغير المشبع  إمكانية إن    

في التربة مهم جدا في معالجة مشاكل هندسة 
الموارد المائية. وقد ازداد استخدام نماذج المحاكاة 

التحليل  أساسعن طريق الحاسوب والمعتمدة على 
العددي المعدة لهذا الغرض,  وهذا الاتجاه بلا شك  

طوير العديد من النماذج سوف يستمر حيث  تم ت
مع  استمرار انخفاض كلف استخدام الحاسب.  
وعلى اي حال فان تطوير نماذج مناسبة يستلزم 
حاجة لبيانات مكثفة, وان الحصول على دقة عالية 
لهذه النماذج معلق بمقدار الدقة في تقدير معلمات 
هذه النماذج. ان المعادلات التفاضلية  الخاصة 

لجريان صعبة الحل وذلك بسبب بهذا النوع من ا
الخاصية غير الخطية لهذه الظاهرة,  وعلى العموم 
فانه من الضروري استعمال تقنية الحل العددي 
للمعادلات التي تحكم هذه العملية والمتمثلة في 

 finite استخدام حلول الفروقات المحددة 

differences العناصر المحددة  أوfinite 
elements. 

ل معادلات الجريان عدديا باستخدام يتم ح     
تحويراتها  أو Galerkinهيكلية الطريقة القياسية ل 

عند استخدامه للحاسوب في  [1]والتي استخدمها 
المكتوب بلغة الفورتران  SWMS_2Dبناء نموذج  

الترب في بالاتجاهين  والأملاحلمحاكاة حركة الماء 
 المشبعة وغير المشبعة.

 MOL (methodالخطية الطريقة تتضمن      

of line)    تقطيع المجال الخاص  بالمعادلات
بدال  partial)المعادلات التفاضلية الجزئية  وا 

differential equations  PDE)   بمتجهات من
 ordinary)المعادلات التفاضلية الاعتيادية  

differential equations (ODEs))  ,  والتي
حزمة  إن [3] . و [2]ا تم تطوير حزم عديدة لتكاملاته

عالية  إمكانيةتحوي  MATLABالبرامجيات الجاهزة 
لحل في التعامل مع المتجهات والمصفوفات 

معادلات والتي تم بواسطتها تطوير مجاميع حلول 
العديد  إن . [3]  من قبل MOLكفوءة وتضمينها 
سواء  متشابهة في التركيب الجريانمن معادلات 

, للجريان الأبعادثلاثية  أوثنائية ,  أحاديةكانت 
الايصالية  أووسواء كانت ممثلة لعمليات  الانتشار 

باستخدام  صيغالعديد من ال تطور وقد  المعقدة.
MATLAB للتعامل مع معادلات الجريان 

 . MOL [4]باستخدام الطريقة الخطية 
 ان الهدف من هذا البحث هو 

 &sink)السحب والتزويد  معلم تضمين  -1
source) نموذج  فيMOL  
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الذي تم   MOLال المقارنة بين نموذجي  -2
برنامج المتمثل ب  FEMالحصول عليه مع نموذج 

 FORTRAN  SWM_2Dحاسوب مكتوب بلغة 
والتوزيع  لارتشاحاستخدام بيانات حقلية لب [1]

 .[5]  عن ةالرطوبي المأخوذ
 

 الجزء النظري
 Richardsمعادلة 

 [6]
 

ن باتجاه واحد بالاتجااه صيغة هذه المعادلة للجريا إن

 العمودي تتمثل 
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 :إنحيث 

   h=h(z,t)               الشحنة الهايدروليكية                   

                        K   الايصالية الهايدروليكية     

       Cw  =    / h    ال عة الهايدروليكية 

z           تع ر والتي  )الشحنة الكامنة ال عد العمودي

  )<===z)+    p / h عن 

                   المحتوى الرطوبي الحجمي   

    S  عنصر ال ح  والتدويد               

   k(h)  وCw(h)  غياار خةيااة بدر ااة  دوا تعت اار

عاليةةةة والتعبيةةةر 
z

k

 

 -  يمثةةةل عةةةن مصةةةطل  عبةةةارة

تأثير الجاذبيةة  الناتج عن و  convective الايصالية
 بقية التعابير فتمثل الانتشارية غير الخطية. أما

المحتةوى الرطةوبي  أسةاسويمكن كتابة المعادلة على 
 بالصيغة التالية:
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 Finite (FEM) العناصر المحددة طريقةباستخدام 
element [7]  طريةةةةةةةةةةةةقعةةةةةةةةةةةةنmethod Galerkin   

  التةةةي تحتةةةاج  الةةةى عمليةةةة تفاضةةةل لمعادلةةةة 
Richards:فتصب  بالصيغة التالية 
            

n  يةطخاسية دالة 
  منطقة الجريان 

ل فعةةةةةوباسةةةةتخدام الحلةةةةةول التقريبيةةةةةة وبتطبيةةةةق قةةةةةانون 
مةل لكةل عنصةر يمكةن كاتالكتلة للمشةتقات الزمنيةة وال

 الحصول على المصفوفات التالية:
                                      ……..(5)  

 حيث ان 
A ل ي= مصفوفة التوصConductance matrix 
B متجه الجاذبية = 
D متجه التزويد والسحب = 
Q الحدوديةةةةةةة  شةةةةةةروط= قيمةةةةةةة الBoundary 

condition  
 لية:الحدودية التا شروطبافتراض ال

h(z,t)=h0(t) at x=0 or z=L                       

                                                               

     0    at    z=0                      = 
z

h




 

[8] وقد اقترح C ربةاضافة متجه سعة الت   للحصول  
  المعادلةة بالصةيغة على دقة عاليةة مةن الحةل لتصةب

 + i+1     {h}i+1,j+  [F][C]i+1 {h}i+1,j+1 - {h}i+1,jالتالية:

[A] 

={Q}
i+1

-{B}
i+1

-{D}
i+1

-{F}{ө}
i+1,j

-{i} …...(6 ) 

       

لمسةةةةتوى  jو  الةةةةزمنتعبةةةةر عةةةةن مسةةةةتوى  iحيةةةةث ان 
 . (z,t)وقع مال

 Method of line (MOL) طريقة
 Richardsتعتمةةةةد هةةةةذه الطريقةةةةة علةةةةى حةةةةل معادلةةةةة 

 [4] التاليةوذلك يتمثل المشتقات  2معادلة 
   Zi=Z*+iAz 

                i=0,1,2 ……. N 

 iهةةةةةي نقطةةةةةة الانطةةةةةلاق و  *Zثابتةةةةةة  Azحيةةةةةث ان 
دالةةة  f(z) باعتبةةار     n+1عةةداد بعةةدد عقةةد هةةي 

مقةةةةدار التقريةةةةب لطريقةةةةة الفروقةةةةات  .تفاضةةةةلية للعمةةةةق
Finite difference ي يمكةن الحصةول عليةه مةن أ

رتبةةة للتقةةدير وان مقةةدار الخطةةأ يقةةل بزيةةادة عةةدد رتةةب 
 التقدير.
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ان الصيغة مةن  MOLومن تطبيق الطريقة الخطية 
يمكةن  f(z) الأولةىالدرجة الرابعة مةن تقةدير المشةتقة 

 باستخدام المصفوفة التالية: تمثيلها

 
-50  96 -72   32  -6 
-6   -20  36  -12   2 

B=

z24

1 *       2   -16   0    16     -2         ….(7) 

 6    20 -36   12 -2 

  6   -32  72  -96  50 

ل ثيااتم علاا   ي ااتخدم للحصااو  Bوان الصااف فااي 

ماان الدر ااة  يولتمثياال الفاارم المر ااد f(z)لمشاات ة 
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 الأحةةاديبالاتجةةاه  Richardsادلةةة ولتطبيةةق حةةل مع
بالمتجةةه  hيمكةن تعريةف   MOLبالطريقةة الخطيةة 

h(z,t)  علةةةى النقةةةاط العقديةةةة(nodal)  ويمكةةةن اخةةةةذ
مشةةتقة  

z
h


  دلةةةةعنةةد كةةةل عقةةدة باسةةتخدام المعا 
لةةةه يتمثب تجزئتةةةهفةةةيمكن  الانتشةةةار عنصةةةر أمةةةا. 8

 بواسةةةةةةةطة الفةةةةةةةرق المركةةةةةةةزي للصةةةةةةةف الوسةةةةةةةطي مةةةةةةةن
 الأماميةةةة. وبةةةذلك يمكةةةن تمثيةةةل النقةةةاط Bالمصةةةفوفة 
 والخلفية.
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hzحياااث ان 
d

  الأولااا  للمشااات ةهاااو متجااا   
z

h


  

A zمصافوفة  أمااعل  م اتوى او مادار الاشتشاار  
d 

(n+1,n+1) ل  فهي المشت ة من الدر ة الاو 

ت اادر   فااان ميماا dk/dhهااي متجاا  لاا   khوبااافترا  

 عند  ل ع دة عل  مدار الاشتشار 

 Kz
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=kh.(Az
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Kzحيث ان 
c
ل   الأول هو متج  للمشت ة   

z
k

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عملية ضرب  استخدمتعل  مدار الاشتشار و

عملية من   U.v  والتي يع ر عنها ب  المتجهات

 –في  –لضرب عنصر  MATLABعمليات 

هي المتجهات  vو U ان  ل من حيث ,  عنصر

حيث يتم اشت ام   الملائمة
h

k


  م اشرة منk(h) 

  ما يلي:  2عند ذلك يمكن تمثيل المعادلة 

   

ع ارة عن شوع من المعادلات وهذه المعادلة هي  

يمكن حلها باستخدام  (ODE )التفاضلية الاعتيادية

  MATLAB.  دوا 

 

 ق العملائطر  المواد و
تةةةم اسةةةتخدام البرامجيةةةات المكتوبةةةة بلغةةةة فةةةورتران      

FORTRAN والخاصةةةة بحةةةل   [7] المعةةةدة مةةةن قبةةةل
باسةةةةةتعمال بصةةةةةيغة عدديةةةةةة   Richardsمعادلةةةةةة 

تطةةوير البرامجيةةات المكتوبةةة . وتةةم محةةددةالعناصةةر ال
 . MATLAB [9]بلغة 
 Sink والسحب ) الإضافة عنصر إضافةتمت      

& source  ) وذلةةةةةك لحةةةةةل معادلةةةةةةRichards 
 . Method of line (MOL)بطريقة 
ومقارنةة كةلا الطةريقتين  لتقيةيم ناستخدمت حالتي     

هةةةةي و  [10]عةةةةن   المةةةةأخوذةبيانةةةةات التمثلةةةةت ب الأولةةةةى
المحتوى الرطوبي المتبقي  ,sө ة للتربةبعيتشالسعة ال

rө  شبع مالتوصيل الهيدروليكي غير الوks   ثوابت و
ثوابةةت لمعادلةةة  تمثةةل وهةةي m, n  خاصةة بالتربةةة

Van Genuchten   [11]. 
ة فقةةةةد اسةةةةتخدمت فيهةةةةا بيانةةةةات نيةةةةالحالةةةةة الثا أمةةةةا    

تمثةل بيانةات   [5] تجربةة لةة بيانةات  عن مأخوذةحقلية 
-6تتةراوح مةن  أعماقالرطوبي للتربة على للمحتوى 

 .يوم 146سم وطول فترة النمو للحنطة البالغة 166
 

 النتائج والمناقشة
 (FEM) ,(MOL)م ومقارنة كةلا النمةوذجين قييتم ت

 باستخدام حالتين:
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 الأولىالحالة 
لتربةةة جافةةة  infiltration الارتشةةاحتةةم توليةةد بيانةةات 

ولكةةةةةةةةلا  ( 0.05عنةةةةةةةةد محتةةةةةةةةوى رطةةةةةةةةوبي ابتةةةةةةةةدائي )
ولةةةةةةةنفس الةةةةةةةزمن مةةةةةةةن ناحيةةةةةةةة المحتةةةةةةةوى  النمةةةةةةةوذجين

المختلفةةةة والتوزيةةةع  الارتشةةةاح لفتةةةراتالرطةةةوبي للتربةةةة 
 ( ان هنالك1ويتبين من الشكل) الرطوبي مع العمق.

اختلاف مابين بيانات كلا النمةوذجين مةع زيةادة زمةن 
يسةةةةةةم   FEMنمةةةةةةوذج  إنويظهةةةةةةر منةةةةةةه  الارتشةةةةةةاح

وهةةذا يترتةةب عليةةه  لالأسةةفبحركةةة سةةريعة للمةةاء نحةةو 
نمةوذج  أمةاارتفاع في المحتةوى  الرطةوبي مةع العمةق 

MOL  الأسةةةةةةفلفكانةةةةةةت نفةةةةةةس حركةةةةةةة المةةةةةةاء نحةةةةةةو 
تدريجيةةةةةةة وشةةةةةةكل المعادلةةةةةةة مقةةةةةةارب لشةةةةةةكل معادلةةةةةةة 

 أمةةةا.  Kostiakofالتراكمةةةي التجريبيةةةة لةةةة  الارتشةةةاح
 الارتشةاحدقيقة فما فوق فان  06 الارتشاحعند زمن 

بت فيه المحتةوى الرطةوبي يكون من السرعة بحيث يث
على طول عمق التربة ويكون ضمن السعة التشبعية 

 MOLللتربةةة وهةةذا غيةةر واقعةةي علةةى عكةةس نمةةوذج 

 الذي يمثل الحركة الطبيعية للغيض.
( يتضة  سةرعة حركةة المةاء نحةو 2ومن الشكل رقم )

التربةةة المختلفةةة وبشةةكل مفةةاج  عنةةد  لأعمةةاق الأسةةفل
و  26و  16لعمةةةةق للغةةةةيض عنةةةةد ا الأوليةةةةة الأزمةةةةان

. نسةبة الرطوبةه  [9]سم وهذا يتفق مع مةا وجةده   46
وبةذلك  الارتشةاحدقيقةة مةن زمةن  11عند التشبع بعد 

علةةةةةى محاكةةةةةاة عمليةةةةةة  MOLيتضةةةةة  قةةةةةدرة نمةةةةةوذج 
 .FEMالتربه بدقة اعلى من نموذج  في الارتشاح

 الحالة الثانية: 
وتمت فيها مقارنة قدرة كل من النموذجين على     
ة التوزيع الرطوبي للتربة في حالة البيانات محاكا

الحقلية بوجود النبات والري والتبخر وقد تم تطبيق 
 Sink & sourceعامل  إضافةكلا النموذجين بعد 

( انطباقاً ملحوظا ما 3لكل منهما ويظهر الشكل رقم)
بين القيم المقدرة للمحتوى الرطوبي وقيم نموذج 

FEM  من خلال المحسوبة وهو ما تم تأكيده

t.test  الذي لم يعطي فرقاً معنوياً على مستوى
مابين القيم المقدرة والمحسوبة ولطوال فترة  0.01

فكانت  MOLيوما. أما نموذج  146النمو البالغة 
قيم المحتوى الرطوبي المحسوبة على مدى فترة 
النمو اقل من القيم المقدرة,  ولم تظهر نتائج 

أي تطابق  t.test باستخدام الإحصائيالتحليل 
 ولأعماقمعنوي ما بين القيم المقدرة والمحسوبة 

سم. وهذا  166, 16, 36, 16, 1التربة المختلفة 
 .  [7] و [5] و[1]   وجده كل من يتفق مع ما

( فيوضةةةةة  التوزيةةةةةع الرطةةةةةوبي مةةةةةع 4الشةةةةةكل ) أمةةةةةا  
العمةةةةق لفتةةةةرات القيةةةةاس المختلفةةةةة طةةةةوال فتةةةةرة النمةةةةو 

اليةةة مةةابين القةةيم المقةةدرة ويظهةةر فيةةه تطابقةةا بدرجةةة ع
وكانةةةةةةت دقةةةةةةة  FEMوالمحسةةةةةةوبة مةةةةةةن قبةةةةةةل نمةةةةةةوذج 
القةةيم  أمةةا ,سةةم 166المطابقةةة تةةزداد مةةع العمةةق لحةةد 

 إلةىفكانةت تشةير  MOLالمحسوبة بواسةطة النمةوذج 
عدم التطابق مع القيم المقدرة وقد تةم تأكيةد ذلةك عنةد 

 .t.testالمقارنة باستخدام 
 

 الاستنتاجات
تطبيةق نمةوذجين لحركةة المةاء فةي في هذا البحث تةم 

باستخدام طريقة التحليل العددي بطريقةة  الأولالتربة 
وبرمجتها بلغةة  Finite elementالعناصر المحددة 

Fortran   والثةاني باسةتخدام طريقةة التحليةل العةددي
 Finite differenceبطريقةةةةة الفروقةةةةات العدديةةةةة 

وذلةةك لاختصةةار زمةةةن  MATLABباسةةتخدام دوال 
. وقةةةةد اظهةةةةر MATLABجةةةةة واسةةةةتثمار دوال البرم

النموذجين اختلاف فةي التطبيةق ففةي حالةة الارتشةاح 
من حسةاب  FEMعلى نموذج  MOLتفوق نموذج 

حركة الماء اما في حالة التوزيع الرطوبي على مدار 
عنصةةر  بإضةةافةالتربةةة  ولأعمةةاقفتةةرات زمنيةةة طويلةةة 
تفةةوق نمةةوذج  sink & sourceالتزويةةد والسةةحب 

FEM ى نمةةةةةةوذج علةةةةةةMOL  نمةةةةةةوذج  أعطةةةةةةىفقةةةةةةد
FEM  انطباعا عاليا مع البيانات المقاسة في الحقل

العاليةةةة لنمةةةوذج  الإمكانيةةةة إلةةةى. وهةةةذه النتةةةائج تشةةةير 
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FEM  فةةةي تقةةةدير التوزيةةةع الرطةةةوبي فةةةي التربةةةة مةةةع
حاجتةةةةه للمعةةةةاييرة وفةةةةي تقةةةةدير بيانةةةةات الارتشةةةةاح فةةةةي 

فعلى الةرغم مةن كفاءتهةا فةي  MOLطريقة  أماالتربة 
تقةةدير حركةةة المةةاء مةةع الارتشةةاح الا انهةةا تحتةةاج الةةى 
حةةةةةل للمعةةةةةادلات بطريقةةةةةة أدق فةةةةةي حسةةةةةاب التوزيةةةةةع 
الرطوبي وقد يعود ذلك بأن طريقة العناصر المحةددة 

Finite element  تفةةوق طريقةةة الفروقةةات المحةةددة
Finite difference فةةي حةةل معادلةةة حركةةة المةةاء 
 .خلال الوسط المسامي
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دقيقة  01( المحتوى الرطوبي الحجمي على اعماق التربة  المختلفة  لزمن ارتشاح 0) شكل

 عند تطبيقهما في توليد بيانات الارتشاح  FEM ,  MOLولكلا النموذجين  
 لتربة جافة                                                      
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سم  ولكلا  011اح المختلفة ولعمق الرطوبي الحجمي على فترات الارتش ( المحتوى2شكل )
 .عند تطبيقهما في توليد بيانات الارتشاح لتربة جافة  FEM ,  MOLالنموذجين  
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( المحتوى الرطوبي الحجمي على اعماق التربة  المختلفة طوال فترة النمو لنبات 3شكل )

و القيم المقاسة في الحقل   FEM ,  MOLوذجين  الحنطة في حالة تطبيق كلا  النم
 )محاكاة(.
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( المحتوى الرطوبي الحجمي للتربة طوال فترة النمو المختلفة  لنبات الحنطة ولعمق 4شكل )
و القيم المقاسة في الحقل   FEM ,  MOLسم  في حالة تطبيق كلا  النموذجين 011

 )محاكاة(.
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